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PEMODELAN MATEMATIKA DARI PERAMBATAN RETAK 
DI DALAM BALOK KANTILEVER 
 




Balok Kantilever merupakan balok yang salah satu ujungnya disangga. Pada saat balok Kantilever diberi 
beban, retak dapat terjadi pada balok tersebut. Balok Kantilever yang tidak dapat menahan beban secara 
dinamis lambat laun balok tersebut dapat hancur. Tujuan penelitian ini adalah menganalisis model 
kecepatan perambatan retak yang terjadi pada balok Kantilever. Pada penelitian ini diasumsikan bahwa 
balok Kantilever bersifat elastis linear dan homogen isotropis. Sifat tersebut mengakibatkan terjadinya 
deformasi pada saat balok diberi tekanan. Deformasi yang terjadi dapat menyebabkan terjadinya retak 
akibat beban yang diterima. Pada balok Kantilever, displacement yang terjadi dapat mempengaruhi proses 
retak. Perluasan retak dapat terjadi saat tersedia energi untuk pertumbuhan retak mampu melebihi 
kekuatan material. Pada persamaan keseimbangan energi dipengaruhi oleh pembebanan, displacement, 
energi regangan, energi kinetik dan energi permukaan retak.  Energi kinetik dapat dipengaruhi oleh 
kecepatan perambatan retak dari balok kantilever. Perambatan retak yang terjadi pada balok Kantilever 
dipengaruhi oleh perubahan energi regangan, energi kinetik, dan perubahan energi permukaan. Sehingga, 
kecepatan retak V yang merambat pada balok Kantilever untuk Mode I dapat melambat atau melaju 
seiring dengan nilai β yang turun atau naik. 
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PENDAHULUAN 
Balok Kantilever merupakan sebuah balok yang salah satu ujungnya disangga atau dijepit 
sedangkan ujung lainnya menggantung (bebas). Kontruksi balok Kantilever berfungsi untuk 
meminimalisir penggunaan bahan-bahan untuk membentuk suatu bangunan. Bangunan yang 
menggunakan desain balok Kantilever antara lain balkon, jembatan, rumah, sayap pesawat, dan 
tangga. 
Pada bangunan yang menggunakan sistem balok Kantilever memerlukan penyangga yang kuat agar 
dapat berdiri kokoh. Kekuatan suatu penyangga dipengaruhi kualitas bahan yang mengakibatkan 
penyangga dapat bertahan lama. Pada saat balok Kantilever diberi suatu beban maka bagian atas balok 
kantilever mengalami tegangan tarik yang mengakibatkan ujung yang menggantung melengkung ke 
bawah. Sedangkan bagian bawah balok mengalami tegangan tekan yang menyebabkan serat bagian 
bawah balok tertekan. Balok Kantilever yang tidak dapat menahan beban mengakibatkan balok 
Kantilever tersebut akan melengkung ke bawah sehingga permukaan balok mengalami keretakan.  
Keretakan pada balok Kantilever yang tidak dapat menahan beban menyebabkan terjadinya 
perambatan retak pada bagian balok Kantilever. Keretakan yang terjadi pada balok dapat mengurangi 
kekuatan balok untuk menahan suatu beban. Balok Kantilever yang tidak mampu menerima beban 
yang diberikan secara dinamis balok Kantilever dapat hancur. Dengan demikian diperlukan suatu 
model untuk menentukan kecepatan perambatan retak yang terjadi pada balok kantilever. 
Pada metodologi penelitian ini diasumsikan bahwa balok Kantilever dalam kondisi equilibrium, 
bersifat elastis linear, tidak memiliki tekanan singularitas, dan dalam kondisi stasioner. Pembentukan 
model dilakukan dari beberapa tahapan. Tahapan awal adalah proses benda dapat mengalami retak  
yang mengakibatkan terjadinya deformasi yang dipengaruhi oleh gaya-gaya dari luar. Kemudian 
menentukan laju pelepasan energi dapat mempengaruhi pertumbuhan retak yang terjadi pada balok




Kantilever. Tahapan akhir dilakukan dengan menganalisis laju pelepasan energi dan perambatan retak 
yang terjadi untuk memperoleh kecepatan perambatan retak yang terjadi pada balok kantilever. 
 
BIDANG UJUNG RETAK 
Pada balok Kantilever yang bersifat elastis terbatas dipartisi sekecil mungkin sehingga bagian 
balok kantilever yang sangat kecil mempunyai volume          . Balok Kantilever yang merupakan 
bagian pasrtisi kecil dapat disebut dengan elemen kubus diletakan pada koordinat kartesius   
{        }. Berikut ini disajikan gambar partisi balok Kantilever pada koordinat kartesius sebagai 
berikut [1]: 
 
Gambar 1. Elemen Kubus yang Mengalami Tegangan  
Pada Gambar 1 menunjukkan bahwa balok Kantilever dipengaruhi gaya benda tiap volume   , dengan 
       adalah massa jenis dan          adalah vektor dengan komponen         dan         
yang menyatakan gaya benda tiap satuan massa. Tegangan     akan mengalami perubahan ketika 
benda yang diberi tekanan mengalami deformasi. Pada saat setelah benda mengalami deformasi 
tegangan berubah menjadi     
    
   
    sepanjang sumbu    dengan        . 
Komponen perpindahan pada titik   dan waktu   didefinisikan dengan vektor            
sehingga 
    
   
 adalah percepatan benda sepanjang sumbu   . Berdasarkan gaya total yang bekerja 
dalam arah       dan    dapat diperoleh hasil sebagai berikut 
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yang dinamakan persamaan gerak. Balok Kantilever yang berada dalam kondisi equilibrium 
mengakibatkan gaya yang bekerja tidak ada     , sehingga persamaan gerak pada saat kondisi 
equilibrium adalah sebagai berikut [1]: 
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Balok Kantilever yang bersifat elastis dan homogen isotropis mengakibatkan Persamaan gerak dalam 
kondisi equilibrium dapat ditulis sebagai berikut [2]: 
 
    
   
      
      
   
                                                                  
Balok Kantilever yang mengalamai pergerakan kecil mengakibatkan tiap partisi pada balok 
Kantilever mengalami pergerakan kecil. Pada balok Kantilever terdapat dua potensi displacement yang 
mempengaruhi pergerakan kecil yaitu     dan     yang didefiniskan sebagai berikut [3]: 
   
    
   
 
    
   
      
    
   
 
    
   























Nilai    dan    pada Persamaan (3) disubtitusikan ke dalam Persamaan (2) yang menghasilkan 
persamaan berikut:  
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dengan    √         dan    √   . 
 
Gambar 2. Perambatan Retak pada Balok Kantilever  
Pada Gambar 2 diketahui      adalah retak (m) yang terjadi dipengaruhi waktu  ,   adalah waktu 
(s) yang diperlukan agar retak dapat terjadi,   adalah rasio,   adalah sudut yang terbentuk antara   dan 
  ,         adalah koordinat saat retak terjadi,         adalah koordinat baru untuk terjadinya retak 
selanjutnya,    dan    sebagai panjang retak (m), serta    dan    sebagai deformasi yang dipengaruhi 
pangjang retak . Balok yang menerima pembebenan dapat menimbulkan pertumbuhan retak yang 
dapat memanjang atau munculnya retak baru yang mengakibatkan tingkat perubahan setiap potensi 
gelombang dapat ditulis sebagai berikut [3]: 
   
  
 
   
  
  
   
   
                                                                         
dengan        ⁄  adalah kecepatan retak (m/s). 
Turunan Persamaan (5) terhadap waktu dan disubtitusikan ke dalam Persamaan (4) menghasilkan 
persamaan berikut ini: 
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Tegangan yang terjadi pada balok dapat membesar hingga tak terbatas untuk luas daerah yang 
menerima tekanan sangat kecil atau yang dinamakan dengan tegangan singularitas. Tegangan 
singularitas yang diterima balok diasumsikan tidak ada, sehingga dari Persamaan (6) dapat di 
sederhanakan menjadi sebagai berikut [4]:  
  
  
   
   
  
    
   
                                                                                        
dengan   





. Berdasarkan Gambar 2 bahwa saat retak yang terjadi berada dalam kondisi 
stasioner. Potensi gelombang    dan    dapat dinyatakan sebagai bagian nyata dan imajiner yaitu 
              dan               dengan        dan        adalah potensial kompleks. Pada 
fungsi        dan        bahwa nilai            dan          . Pada saat kondisi stasioner 
bahwa tegangan pada permukaan retak               dan sudut      sehingga tekanan dapat 
dituliskan seperti di bawah ini [5]: 
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Potensial kompleks berada dalam bentuk deret pangkat maka        dan        yang dapat 
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dengan    adalah nilai eigen real,    dan    adalah konstanta kompleks,   
  dan   
  adalah 
konstanta kompleks bagian real,   
  dan   
  adalah konstanta komplek bagian imaginer. Pada 
konstanta kompleks bagian real dan bagian imaginer yaitu dinyatakan sebagai berikut 
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. Persamaan untuk bidang gerak dari 
persamaan        dan         dengan           dapat ditulis sebagai berikut: 
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Persamaan tersebut mempunyai solusi non trivial dengan determinan dari koefesien matrik harus 
bernilai nol. Sehingga untuk nilai           maka nilai eigen    
 
 
 dengan             
mengakibatkan tekanan yang terjadi dalam kondisi stasioner dapat ditulis sebagai berikut [5]:  
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LAJU PELEPASAN ENERGI (ENERGY RELEASE RATE) 
Pada balok Kantilever bahwa perluasan retak terjadi ketika tersedianya energi untuk pertumbuhan 
retak mampu melebihi kemampuan material. Laju pelepasan energi   yang didefinisikan sebagai laju 
perubahan energi potensial dengan daerah retak untuk bahan elastis linear. Berikut disajikan daerah 
yang mengalami rambat retak [3]: 
 










Pada Gambar 3 menunjukan bahwa peretakan dalam dua dimensi dengan retak yang terjadi merambat 
sepanjang sumbu    dan titik asal bertempat pada ujung retak. Persamaan (1) dengan tegangan     
dapat dihubungkan dengan laju perpindahan  ̇  yaitu dengan mengalikan tegangan     dengan laju 
perpindahan  ̇  yang menghasilkan 
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Menggunakan teorema divergensi dan teorema transport maka Persamaan (7) dapat dinyatakan 
sebagai berikut: 
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Daerah kontur    yang merupakan daerah yang memuat retak merambat dan merupakan batas area  . 
Ujung retak di kelilingi oleh kontur kecil    dengan asumsi daerah   tetap dalam ukuran dan 
pergerakannya dengan retak yang terjadi. Sehingga persamaan (8) menjadi ; 
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dengan   adalah kecepetan retak (m/s). ∫       ̇     




∫          ∫ [              ̇ ]      merupakan laju peningkatan energi 
internal dalam benda dengan  ∫ [              ̇ ]       adalah tingkat energi yang hilang dari 
benda akibat fluks melalui  . Dengan mendefinisikan        di   diperoleh energi fluks dalam 
  maka diperoleh sebagai berikut: 
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Pada saat daerah kontur   mendekati nol maka  energi fluks pada ujung retak adalah  
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dalam pertambahan waktu   , pertambahan retak         dan energi yang dikeluarkan     maka 





Tingkat perpindahan yang terjadi pada balok Kantilever dapat ditulis sebagai berikut [3]: 
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Kondisi di bawah stabil untuk turunan kedua dari persamaan tersbut diabaikan. Daerah kontur kecil   
mengakibatkan tingkat pelepasan energi dapat ditulis sebagai berikut [3] 
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KECEPATAN PERAMBATAN RETAK DALAM KANTILEVER 
 
Gambar 4. Balok Kantilever yang Mengalami Retak Sepanjang   
Pada Gambar 4 menunjukan bahwa balok Kantilever memiliki tingginya    dan mengalami 
pembebanan  . Pembebanan menyebabkan Balok Kantilever mengalami tegangan tarik normal yang 
mengakibatkan terjadi nya retak. Retak pada balok tersebut memisahkan secara simetris  pada sumbu 
   dan retak merambat sejajar sumbu    atau disebut dengan retak pada Mode I. Sifat material untuk 
balok Kantilever didefinisikan sebagai berikut [6]: 
    
   
   
dengan   adalah tegangan (N/m),   adalah kekakuan material (N/m), dan   adalah regangan. Balok 
Kantilever mengalami pembebanan   yang tetap konstan selama perambatan retak yang cepat. Balok 
Kantilever yang telah mengalami retak dengan panjang retak awal    dan pembebanan   selama 
perambatan retak dinotasikan   . Persamaan keseimbangan energi selama perambatan retak dituliskan 
sebagai berikut [6]: 
                                                                                     
dengan           merupakan proses pertumbuhan retak dari panjang awal    ke panjang  . Pada 
Persamaan (9) bahwa                      merupakan perubahan energi regangan 
           dengan energi kinetik   dan perubahan energi permukaan        . 
Tegangan  , regangan  , dan defleksi           pada posisi    dari balok Kantilever dapat 
ditulis sebagai berikut [6]: 
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Diketahui   adalah moment inersia yaitu kemampuan suatu benda untuk berotasi,    adalah beban 
(Newton),   adalah panjang retak mula-mula  (m), dan   adalah paramter yang menunjukan 
ketidaklinearan antara tegangan dan regangan. Energi regangan      dan energi kinetik   pada balok 
Kantilever didefinisikan sebagai berikut [6]: 
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dengan   
  
  
 merupakan kecepatan retak (m/s) dan   adalah kekakuan material (N/m). Persamaan 
(10) dan (11) disubtitusikan ke Persamaan (9) yang menghasilkan persamaan untuk kecepatan retak 
selama perambatan retak adalah sebagai berikut [6]:  
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dengan   adalah kecepatan perambatan retak (m/s),   adalah kekakuan material (N/m),    adalah 
beban (N),    adalah panjang retak mula-mula (m),   adalah panjang retak (m) akibat pembebanan,   
adalah momen inersia,   adalah massa jenis (kg/m3),   adalah panjang balok, dan   adalah paramter 
yang menunjukan ketidaklinearan antara tegangan dan regangan dengan        . Pada saat   
mengalami penurunan mengakibatkan perambatan retak pada balok Kantilever dapat melambat. 
Sebaliknya, pada saat   nilanya naik mengakibatkan kecepatan perambatan retak yang terjadi pada 
balok Kantilever dapat meningkat. Pada saaat   mengalami penurunan menandakan bahwa balok 
Kantilever menjadi lebih kaku. Ketika     mengakibatkan kelinearan kekakuan materian antara 
tegangan dan regangan. Proses perambatan retak pada balok Kantilever yang bersifat elastis linear 
mengakibatkan kecepatan bersifat konstan. 
 
PENUTUP 
Balok Kantilever yang salah satu ujungnya menggantung pada sebuah penopang dengan kuat 
mengakibatkan balok Kantilever berada dalam kondisi diam. Balok Kantilever yang digunakan 
bersifat elastis dan tidak mengalami tekanan singularitas. Tekanan singularitas pada balok Kantilever 
adalah tekanan yang melebihi kemampuan balok tersebut. Balok yang mengalami tekanan singularitas 
mengakibatkan balok dapat langsung hancur. Balok Kantilever yang bersifat elastis dengan asumsi 
tidak mengalami tekanan singularitas menyebabkan retak merambat ke seluruh bagian balok 
Kantilever. Retak yang merambat pada balok Kantilever dimodelkan sehingga menghasilkan 
persamaan kecepatan   perambatan retak yaitu 
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Pada saat   mengalami penurunan mengakibatkan perambatan retak pada balok Kantilever dapat 
melambat. Ketika   mengalami penurunan menandakan bahwa balok Kantilever menjadi lebih kaku. 
Proses perambatan retak pada balok Kantilever yang bersifat elastis linear mengakibatkan kecepatan 
bersifat konstan.  
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